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本稿では (1) を主に扱う.(2) についてはここで簡単に紹介したい.このゲームの元と
















-- $\lambda \lambda$ \mathrm{J}








を不偏ゲームと呼ぶ.例えば, \mathrm{O}\times ゲーム *1 では自分のマーク ( \mathrm{O} または \times ) しか書け












\nearrow^{\circ 2-\circ 3}① \subset 1 \underline{\supset}
\backslash _{\searrow\circ 4-\mathrm{O}5}\rightarrow^{6}
図2 2つのグラフ.本稿では左はゲームだが,右はゲームとは呼ばない.
引き分けの場合は除きたいため,本稿では次の有限性の条件を仮定する.  $\Gamma$ の局面 X
に対して, \mathrm{l}\mathrm{g}(\mathrm{X}) でXからはじまる有向パスの長さの最大を表す.このとき,  $\Gamma$ がゲーム
とは, \mathrm{l}\mathrm{g}(\mathrm{X}) が全ての局面に対して有限と定義する.  $\Gamma$ が有限グラフの場合,ゲームであ
ることと,閉路がないことは同値である.以下では「の局面集合を  P( $\Gamma$) , 辺集合を A(\mathrm{r})
で表す.また,Xから \mathrm{Y} への辺があるとき,すなわち (X,Y)\in A( $\Gamma$) のとき, \mathrm{y} をXのオ
プション と呼ぶ.




最も基本的な例といえる,ニムを紹介しよう. \mathbb{N} で非負整数全体の集合を表し, m\in \mathbb{N}
とする.ニムは局面集合が \mathbb{N}^{m} で,辺集合を次としたゲームである:
{ (X,\mathrm{Y})\in(\mathbb{N}^{m})^{2}:X^{i}\geq \mathrm{Y}^{i}(i\in\{1, \ldots,m\}) , dist(X, \mathrm{Y})=1 }.
ただし, X= (X^{1}, \cdots,X^{m}),\mathrm{Y}=(\mathrm{Y}^{1}, \ldots \mathrm{Y}\rangle吟であり,dist (X,\mathrm{Y}) はHamming 距離を表す.
すなわち
dist(X, \mathrm{Y} ) =|\{i\in\{1, \cdots, m\} : X^{i}\neq \mathrm{y}^{j}\}|.





2.4 必勝戦略とエネルギー (Sprague‐Grundy 数)
それでは必勝戦略に話を進めよう.必勝戦略はエネルギーを使って与えることができ
る.そこで,エネルギーを定義する. \mathbb{N} の真部分集合 S に対して,mexS で S に入らない
最小の非負整数を表す.例えばmex \emptyset=0 )mex \{0, 1, 3\}=2 である.ゲーム  $\Gamma$ の局面 X
に対して,Xのエネルギー (Sprague‐Grundy 数) をXのオプション全体のエネルギー
のmex と再帰的に定義する:
eg(X) =\mathrm{e}\mathrm{g}_{ $\Gamma$}(X)= mex {eg(Y) : (X, \mathrm{Y})\in A( $\Gamma$) }.
エネルギーは \mathrm{l}\mathrm{g}(\mathrm{X}) が小さい順に1頂々に定まる仕組みになっている.例えば \mathrm{l}\mathrm{g}(X)=0
のとき, \mathrm{e}\mathrm{g}(X)= mex \emptyset=0 となる.また, \mathrm{l}\mathrm{g}(X)=1 のときは \mathrm{e}\mathrm{g}(X)= mex \{0\}=1 であ
る.エネルギーの具体例が図3にある.
エネルギーを使って必勝戦略を与えよう.結論からいうと,必勝戦略は 「エネルギー
が 0 の局面に移動していく」 である.後手にとっての必勝戦略がある局面を単に必勝局
面と呼ぶ.このとき,必勝局面であることとエネルギーが 0 であることは同値であるこ
とを示す.局面 Xのエネルギーを 0 とする.もし \mathrm{l}\mathrm{g}(X)=0 ならば,先手は移動できない






エネルギーの定義から \mathrm{e}\mathrm{g}(Y)>0 である.すなわち,先手はエネルギーが1以上の局面 \mathrm{Y}
にしか移動できない.よって,再びエネルギーの定義から,局面 \mathrm{Y} はエネルギー 0 のオプ










代表例は,ニムとWelter ゲームである Welter ゲームは,次の集合へ誘導して得られる,
ニムの部分グラフとして定義できる :
斯 =\{X\in \mathrm{N}^{m}:X^{i}\neq X^{j}(1\leq i<j\leq m)\}.
すなわち,Welter ゲームの局面集合は恥で辺集合は \{(X,\mathrm{Y})\in A(\mathscr{N}^{m}) : X,\mathrm{Y}\in fl_{ $\psi$}\} で
ある.このような,ニムの誘導部分グラフとして得られるゲームをニムの誘導部分ゲー
ム と呼ぶ.ニムと Welter ゲームのエネルギー公式を表1にまとめる.前者は Sprague
[3] とGrundy [11] が独立に与え,後者は Welter [12] と佐藤 [7, 8, 9] が独立に与えた.
ゲーム理論の概説は以上である.以下,エネルギー公式を持つゲームを構成していく.
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表1 エネルギー公式. \oplus_{2} は2進展開して繰り上がりのない足し算を表す.例えば
2\oplus_{2}6=(010)_{2}\oplus_{2}(110)_{2}=4 . また N_{2}(x)=x\oplus_{2}(x-1) .
eg(X)
ニム X^{1}\oplus_{2}\cdots+







記号を準備する.正の整数 M を固定する. [n] で \{0, 1, \cdots,n-1\} を表し,集合 [2^{M}]^{3}
に誘導して得られる,ニムの部分ゲームを  $\Delta$ とする *2 . ゲーム  $\Delta$ の必勝局面全体を  W で
表す:
W=\{X\in[2^{M}]^{3}:X^{1}\oplus_{2}X^{2}\oplus_{2}X^{3}=0\}.
次にニムを置換したゲームを定義する.置換  $\sigma$\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}([2^{M}]) と X\in[2^{M}]^{3} に対して,
 $\sigma$(X)=( $\sigma$(X^{1}),  $\sigma$(X^{2}),  $\sigma$(X^{3})) ,  $\sigma$(W)=\{ $\sigma$(\mathrm{X}):X\in W\}
とする.例えば,M=1 で  $\sigma$=(01) のとき
 $\sigma$(W)= $\sigma$(\{(0,0,0), (0,1 )1), (1,0)1) )(1, 1,0)\})=\{(1,1 )1), (1,0,0), (0,1,0) , (0,0, 1) \}
である.そして,置換  $\sigma$ で  $\Delta$ を置換したゲーム  $\sigma$( $\Delta$) を 「必勝局面が  $\sigma$(\mathrm{W}) となる  $\Delta$ の
最大の誘導部分ゲーム」 と定義しよう.具体的には,  $\sigma$( $\Delta$) は次の集合に誘導して得られ
る,  $\Delta$ の部分ゲームである :
 $\sigma$(W)\cup {  X\in[2^{M}]^{3}:(\mathrm{Y},X)\in A( $\Delta$) を満たす \mathrm{Y}\in $\sigma$(\mathrm{W}) が存在する}.
*2 ニムそのものと思ってもらって差し支えない.この節では [2^{M}]^{3} の中で反転ニムを定義するが,4節で
は \mathrm{N}^{3} の中で反転ニムを定義する.
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例えば,上のM=1,  $\sigma$=(01) の場合は,  $\sigma$( $\Delta$) の局面は [2]^{3}\backslash \{(0,0,0)\} になることが確
かめられる. \mathscr{G} でニムを置換して得られるゲーム  $\sigma$( $\Delta$) 全体を表そう :
\mathscr{G}=\{ $\sigma$( $\Delta$): $\sigma$\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}([2^{M}])\}.
ニムを置換することでどのようなゲームが得られたのだろうか.少し唐突だが,得られ





52 56 60 64 400 406 410 412 \cdots 500 502 506 512
\overline{1111} \overline{1315}\cdots131
一般にこの度数分布は対称分布になり,特に局面数が最大のゲームと最小のゲームはた
だ一つになる.最大の方は  $\Delta$ 自身である.そして,最小の方を (三山) 反転二ム と呼び,




\mathrm{s}\mathrm{g} (\mathrm{X} )=X^{1} (3.1)
ただし, X_{L}^{i} は X^{i} を2進展開したときの L桁目であり (X^{i}=\displaystyle \sum X_{L}^{i}2^{L},X_{L}^{i}\in\{0,1  $\delta$(x) は









のときは,Xの 0 , 1 , 2桁目はそれぞれ (0,1,1), (0,0,0), (0,0)1) である.
それでは,禁止局面の特徴付けを述べる.反転ニム \tilde{\mathscr{N}}^{3,M} の必勝局面全体 *3 を \tilde{W} で
表す. X\in\tilde{W} のときは定義から反転ニムの局面のため, X\in[2^{M}]^{3}\backslash \tilde{W} となる局面がいつ
禁止局面になるか述べる. N を次を満たす最大の非負整数としよう: N<M かつ Xの N
桁目は1を偶数個含む.このとき, X\in[2^{M}]^{3}\backslash 労が反転ニムの禁止局面となる必要十分
条件は,「Xの N桁目が (0,0,0) となること」 である.例えば,M=3 で \mathrm{X}=(0,1,5) の
場合は,3桁目未満で1を偶数個含む最大桁は1桁目であり, (0,0,0) となっているため,
反転ニム \mathrm{A}^{\sim 3,3}/ の禁止局面である. M=1 )2, 3,4の場合の禁止局面全体を図4に図示す
る *4.
2^{1} 2^{2} 3 4
2^{\rceil} 2^{1} 2^{2} 2^{2} 2^{3}








\mathrm{s}\mathrm{g} ( \mathrm{X} ) =X^{1}\displaystyle \oplus_{2}\cdots\oplus_{2}X^{m}\oplus_{2}(2^{M}-1)-\sum_{L=0}^{M-1} $\delta$(X_{L}^{1})\cdots $\delta$(X_{L}^{m})2^{L+1} (3.2)
*30 から M-1 の各桁に1を奇数個含むもの全体になっている.
:\cdot 4 図4から M を \infty に飛ばすとどうなるかが気になるだろう.結論だけ述べると,ゲームを定義した際の
有限性に関する条件を少し緩めることで,  M を \infty にしたゲームを実際に考えることができ,エネルギー




一つ目は,前節で述べたように,三山反転ニムの局面全体は,(3.1) の右辺が 0 以上とな
る X\in[2^{M}]^{3} 全体に一致することである.そこで, m\in \mathbb{N} に対して,次の集合に誘導して
得られる,ニム \mathscr{N}^{m} の部分ゲームを考えよう:
\{X\in[2^{M}]^{m}: $\phi$(X)\geq 0\}.










そこでまず,辺を増やしていく方法から述べる. X,Y\in \mathrm{N}^{m} として, D^{i}=X^{i}-\mathrm{Y}^{i} とお
く.(X, Y) に対して次の条件を考える:
(*2) D^{i}\geq 0(1\leq i\leq m)  $\delta$ \mathrm{l}^{\prime 0} \displaystyle \mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{2}(\sum_{i=1}^{m}D^{j})=\min\{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{2}(D^{i}):1\leq i\leq m\}.
ただし,整数 x に対して \mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{2}(x) は x の2‐adic order を表す:
\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}(x)=\left\{\begin{array}{ll}
\max\{L\in \mathbb{N}:2^{L}|x\} & \mathrm{i}\mathrm{f} x\neq 0,\\
\mathrm{o}\mathrm{o} & \mathrm{i}\mathrm{f} x=0.
\end{array}\right.
この条件を使い,2以上の整数 k に対して,ゲームノ 2^{m_{k}} を次のように定義する.局面集合
*5\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{m}_{b} はJames A Flanigan の未発表論文NIM, TRIM and RIM で導入された. \mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{m}_{b} と4.2節で定義
する b‐飽和ニムは,グラフとしては異なるが,同じエネルギー公式を持つ.
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は,ニム V^{m} と同じで \mathbb{N}^{m} とする.一方,辺集合は次とする:
{ (X,\mathrm{Y})\in \mathbb{N}^{m}:0<\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(X,\mathrm{Y})<k かつ (*2) をみたす}.
ここから,ゲーム \mathscr{N}_{2,2}^{m},\mathscr{N}_{2,3}^{m} , \cdots , \mathscr{N}_{2,k}^{m} , \cdots を得る.  k が大きくなるほど,Hamming 距離
が大きくなるため,辺が増えていく ことに注意しよう.これが辺の増やし方である.な
お,定義から J_{2,2}^{m} は \mathscr{N}^{m} そのものであり, m+1 以上の k に対しては A_{2,k}^{\nearrow m}=J_{2,m+1}^{m} で
ある.
この方法で辺を増やしていく と何が起こるのだろうか.実は,辺を増やしていっても




に誘導して得られる, \mathscr{N}_{2,k}^{m} の部分ゲームを \tilde{\mathscr{N}}_{2,k}^{m,M} で表そう.このとき,エネルギーを求
めることができた三山の場合は,ニムと同様にエネルギーが全く変わらない.すなわち,
任意の k\geq 2 と任意の局面 X\in P(\tilde{\mathscr{N}}^{3,M}) に対して次が成立する:
eg \tilde{\mathscr{N}}_{2,k}^{3,M}(X)=\mathrm{e}\mathrm{g}_{\tilde{J}^{3,M}}(X) .
一方,四山以上の場合は, k=2 の場合だけ異なっており, k が3以上の場合は全て一致し
ている.そして,このときのエネルギーは (3.2) になっている.すなわち, k\geq 3 のとき任
意の局面 X\in P(_{(}\tilde{\mathscr{N}}^{m,M} ) に対して次が成立する:
M-1
eg ノ〆 mM(X)2,k =X^{1}\displaystyle \oplus_{2}\cdots\oplus_{2}X^{m}\oplus_{2}(2^{M}-1)-\sum_{L=0} $\delta$(X_{L}^{1})\cdots $\delta$(X_{L}^{m})2^{L+1}
これは,3.2節で目標に掲げたゲームである.
それでは,飽和の定義をする.ニム \mathscr{N}^{m} の誘導部分ゲーム $\Gamma$^{m} に対して, P($\Gamma$^{m}) に誘導
して得られる, (\mathscr{N}_{2,k}^{m} の部分ゲームを $\Gamma$_{2,k}^{m} で表そう.このとき, $\Gamma$_{2,k}^{m} が $\Gamma$^{m} の2‐飽和 とは,





4.2 一般の b の場合
b を2以上の整数とする.4.1節の2の部分を b に置き換えることで,全く同様にして
か飽和を定義できる.





b‐飽和 Welter ゲーム X^{1}\displaystyle \oplus_{b}\cdots\oplus_{b}X^{m}\ominus b\bigoplus_{1\leq i<j\leq m}bN_{b}(X^{i}-X^{j})
ただし, \oplus_{b}(\ominus b) は b進展開して繰り上がり (繰り下がり) のない足し算 (引き算) を表す.
また, N_{b}(x)=x\displaystyle \ominus b(x-1)=\sum_{L=0}^{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{b}(x)}b^{L} である.
さらに b‐反転ニムを次の集合に誘導して得られる, \mathscr{N}^{m} の部分ゲームとしよう:
\{X\in \mathbb{N}^{m}: $\psi$(X)\geq 0\}.
ただし,  $\psi$(\mathrm{X}) は(3.2) の右辺の2の部分を b で置き換えて得られる次の式を表す:
 $\phi$(X)=X^{1}\displaystyle \oplus_{b}\cdots\oplus_{b}X^{m}\oplus_{b}(b^{M}-1)-\sum_{L=0}^{M-1} $\delta$(X_{L}^{1})\cdots $\delta$(X_{L}^{m})b^{L+1}
ここで X_{L}^{i} は X^{i} を b 進展開したときの L桁目を表す.するとか飽和か反転ニムのエネ
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